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Exercice 1 (5.5 points)
Dans l'espace E = R*, on considére I’ensemble

F= {(m,y,z.t)ER"/z‘+y=z=t=U}
1. Veérifier que F est un sous espace vectoriel de R*. (1 pts)
2. Donner une base et la dimension de F. (1 pts)

3. On considére le sous espace vectoriel G de R* défini par

G = {(a.a +b,—a+¢,c) tel que (a,b,c) € R*}

Donner une base et la dimension de G. (1.5 pts)
4. Montrer que FNG = {0}. (1 pts)
5. En déduire que F & G = R*, (1 pts)

Exercice 2 (14.5 points)

On considére application

f: R3 — R3
(2,9,2) — (Qutz,—z+y+2z,2y+2)
1. Veérifier que f est une application linéaire. (1 pts)
2. Déterminer le novau de f. f est-elle injective? (1 pts)
3. Donner la matrice A de f dans la base canonique B = (e, €2, €3). (1 pts)
4. Verifier que (f(e1), f(ez)) est une base de I'm f. (1.5 pts)

Soit w; = ey — ez + 2e3, u2 = 2¢; + Zez et ux = e; + &2 + 3.

3. Montrer que B’ = (u;,uz, uz) est une base de R3, (1 pts)
6. Exprimer f{u;), f(us) et f(us) dans la base B'. (1 pts)
7. En déduire la matrice T = Mat(f, B'). (0.5 pts)
8. Donner la matrice de passage P de B 4 B'. (0.5 pts)
9. Calculer son inverse P~1, (1.5 pts)
10. Donner une relation entre P, T' et A. (0.5 pts)
0 0 0
11. Montrer que T = D + N avec D = ( 010 ) et N & déterminer. (1 pts)
0 0 1
12. Calculer N2, En déduire N™ pour tout n > 2. (1 pts)
13. Calculer T" pour tout n > 1, (1.5 pts)

14. En déduire A" pour tout n > 1. (1.5 pts)



Exercice l :

1) Soitu=(xy.zt)EF

u=(-yy00)=y(-1100) = yu,
F =Vect{u,} avecu, = (-1,1,0,0)
= donc F est une sev de R*

2) F =Vect{u,} = donc u,estunebasedeF
etladimensiondeF =1

3) G = Vect{u,, us, u,}
u, = (1,1,-1,0)
avec {u; = (0,1,0,0)
u, = (0,0,1,1)

Soit a,,a,,a; € R
tg: at; + axuz + azu, =0

2 a=a=a=0

puisque la famille {u,,us,u,} est libre et génératrice 2 la fois,
Alors que la famile {u,, u;, u,} est une base de G
d'ou dimensionde G = 3

4) Soitu=(x,y,z,t) € FNnG
et a,,a,,a;,a, €E R
tq: o u; + au; + azuz + au, =0

—-‘Il+a2+0+ﬂ=ﬂ
a1+az+a3+0=u
0-a,+0+0=0
0+0+0+a,=0

= u4=az=a1=a3=0

doncu = Qg
alors G NF = {0gs}

5) Ona {dimF+dimG=1+3=4:dimk“
et GNF= '[0[_4]

>F@®G=R*



Exercice Il :

1) Soitu=(xy.2),v=(x".y.2)E R®etA € R

fAu+v)=f(Ax+x"; Ay +y" Az + 2')

=22(y+y)+Az+2); —Ax+x)+ Ay +y)+(z+2); 2y +y') + (Az + 2')
=22y+2y' +2z+z'; Ax—x"+Ay+y' +Az+ 2" ; 2Ay+ 2y + Az + 2’

242y +2)+ 2y +2');A(—x+y+2)+(—x"+y' +2); A2y +2)+ (2y' + 2')
2AQy+z; —x+y+z;2y+2)+ @Ry +z;—x+y +z;2y +2)

=2 Af)+f(v)

= donc f est linéaire

2) Soitu=(x,y,z) € R3
uckerf & f(u) = 0gs

2y+z=10 2y+z=0
uEkerfa{—x+y+z=0 o 1—x+y+z={]
2y+z=0 0=0 I Ly— L,
z = -2y z=-2y
={x=y+z = k=—y
yER € R

= u=(-=yy-2y)
= u=y(-11,-2)
= U=y

donc = ker f = Vect {u,} = Vect [(_11)]

= Kker f # 0donc f n'est pas injective

3) Onprend la base canonique B = (e;,e;,€3)
.f(el) = f(l.U,U) = (0,-1,0)
f(e) = £(0,1,0) = (2,1,2)
f(es) = £(0,0,1) = (1,1,1)

fley) f(ex) fle3)

0 2 1\ &1
= Ayp = (-1 1 l)ez

0 2 183

4) Théoréme de Rang
ona DimR3?=dim kerf+rangf
3=14rangf
= Rangf =2
= donc demensiondeIm f =2

etona f(e;)— f(e)) =2f(es)
f(e,), f(e;) est libre
= d'ou f(e,), f(e;) est une base de Imf



5) Card(B") =dimR?®=3

1 21
det|-1 0 1|=2 #0 = donc B'est une base de R?
2 21
6)
f(ul) T f(ll-liz) - (01010) = 0R3
f(uz) = f(2,0,2) = (2,0,2) — uz
f(ua) = f(lr]-!l) = (3r1r3) = (Zfolz) + (1!111) = ul + u3
7)
fQu) f(uy) f(us3)
0 0 0N ua
:TU"B:} =(0 1 1)“2
0 0 1/ u;
8)
1 21
P=(—1 0 1)
2 21
9)
1 2 11 0 0 1 0 0]-1 0 1\ Ly« —L+1L,
(—1 0 10 1 0)%(0 2 211 1 0) Ly~ Ly +1L,
2 2 10 0 1 0 0 11-1 1 1 Ly~ Ly+L,-L,
1 0 0]-1 0 1
=0 1 0[3/2 -1/2 —-1)4’-2'—1/2 L,-L,
0 0 1l-1 1 1
-1 0 1
P"‘=(3/2 -1/2 —l)
-1 1 1
10)
T= P'AP et A= PTP?
11)
T= D+N
0 0 0 0 00
N=T—D=(0 1 1)-(0 1 0)
0 0 1 0 01
0 0 0
~=(u 0 1)
0 0 0
12)
0 0 /0 O O 0 0 0
N2= NN=|0 0 1(00 1)=000
0 0 0/\0 0 O 0 0 0
0 00
decefaitN“=(0 0 0) vn =2
0 00



13)

14)

Al'l

0 0 0N/0 O O 0 0 0
T2=(0 1 1)(0 1 1|j=(0 1 2
0 0 1/\0 0 1 0 0 1
0 0 ON/0 O O 0 0 0
T*={0 1 1J(0 1 2)=|0 1 3
0 0 1/\0 0 1 0 01
0 0 0
™=|0 1 n|] ¥Yn=1
0 01
At= p TN p-?
1 2 1V 0 0N/-1 0 1
=(—1 0 1)(0 1 n)(3/2 -1/2 —1)
2 2 1/\W0 0 1 -1 1 1
1 2 1 30 10 0
={-1 0 1){s—n —s+n —1+n
2 2 1/\? 2
-1 1 1
2=2n 2n -1+2n
= -1 1 1 vn=>1
2-2n 2n -1+2n



