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SERIE 4 (Correction)

Exercice 1. On considére les matrices suivants:

1 2 10 1
A‘(s 4) et B:( 23)

Calculer A%, AB, AT, BT, BBT:

g a1 2 12\ (7 10
'A‘A'A‘(34 '(3 4)‘(15 22)'
1 2 -1 0 1 34 7
‘AB‘(3 4)(2 23):(5315)
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Exercice 2. On considére la matrice A =

P
S ]

=)
womast=(3 3Y(3 2)=( G Dama=( 5 2)(2 2)-(29)-

21,.

b) Comme A% + A = 2I, donc A(A + ;) = 2L et A[}(A + I3)] = I, donc il existe une matrice
B = —(A + I2) telle que AB = I, ce qui implique que A est inversible et son inverse A~! est donné
par A “!'=B=1(A+1I).

Q) Al =A+1y) = (% N )

Exercice 3. On considére la matrice
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Pour n =0, on a M® = qgM + byl avec ag = 0 et

Pourn=1,ona M =a M +b1l;aveca; =1 et
01 1 01

Pourn=2onaM?=|1 0 1 10
1 10 11

=hle

211
1 21 = aoM + byI3 avec az = 1 et
1 1 2

by =2

Supposons que la propriété est vraie pour n et on montre qu’elle est aussi vrai pour n + 1.

On a M"1 = M"M = (a,M + b, I3)M = anM? + b, M = a,(M +2I3) + b,M = (ap + b )M +2a,13 =
an1M +bni1l3 avec any1 = an + by et bpyy = 2ay.

Or any1 = ap +bn = a,+ 2a,_1 son equation caractéristique est r2—7—2 =0 qui admet deux racines réel
ry = —1 et ro = 2. Par suite la suite a, apour solution e, = k17" + kor?. Or comme ag =0 et a; = 1 on
trouve que k; = —% et kp = % ce qui donne a, = —1(-1)" + ,—’,2" et by = 2a,_y = —2(-1)"" 1 ¢+ 22"‘1

Exercice 4. Soit B = (e1, €2, €3) la base canonique de IR®, on considére les applications linéaires f et g de IR®
dans R® par
flz,y,2) = (x+ 2,2y — 2,7)

gler) =e1 +e3, (e1) =2 —es, gle1) = ey,



a) Les matrice M; et M, de f et g dans la base B sont

1 0 1
Me=1 0 2 -1
1 0
et
1 0 1
1 -1 0
b) Ona

h(ey) 2f(e1) — gley) = e1 +e3
h(e1) 2f(e2) — glea) = 2e1 +e3
hie1) = 2f(es) — gles) =e1 —2es

c) Soit (z,y, z) € R?, alors h(z,y, z) = h(zei + yes + ze3) comme h est une application linéaire

hiz,y,z) = h(zer+ yez + zes)

zh(e1) +yh(ez) + zh(es)

z(e1 + e3) + y(2e1 + e3) + z(e1 — 2e2)
(z,0,z) + (2y,0,y) + (2, —22,0)
(z+2y+2z,—2z,z+y)

Donc ¥(x, y, 2) € R?, hiz,y,2) = (z + 2y + 2,22,z + ).
d) Ona

My =

=

Exercice 5. Soit f 'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique B = (eq,e2,€3) est A =

[ R R ]
Ll S =]
B

1. f est une application linéaire de IR® a valeur dans IR, donc pour montrer que f est bijectif il suffit
de montrer qu’elle est injective.

On a
2r+z = 0
flz,y,2)=0¢=<¢ 2y+z = 0
y+2z = 0
2r4+z = 0 z = 0
= # = -2y =4{ z = 0
y—-4y = 0 y = 0

Donc f est injective et par suite f est bijective.
Soient (z/,y',2') € R® et (x,y,2) € IR tels que f(z,y,2) = (¢',y',2') ce qui implique

2e+z = 2r4+z =
f(;l.': Y, Z) = (‘Tf:y’:z’) — 2y+z — y, — 2'y+2 — y'
y+2z = 2 3z = —y+2
Donc z = —%y’ + 2 parsuitey =1y —2) = 2y — 3 etz = 1(z' —2) = 1a' + %y" = —;z’.
Par conséquent
1 1 1 2 1 1 2
= L T L
Fo@y2) =(Gz+ gy — 323y — 3% —3¥ +32)

2. Onpose €] = ey, €, = €1 +e2 —e3 et ey = €1 + €2 + €3,



a) On a Card(B) =3 = dimIR®, donc B est une base de R’ ssi B est libre.
Soient /\1, /\2, r\g € IR tels que A1Ei+/\265+/\36’3 = 0 don¢ )\1(1,{],0)-{-,\2(1, 1, -—1)**’)\3(1, ]_} ]_) =0
ce qui implique que

M+A+idz = 0 MFAz+A3 = 0
Ao+ Az = 0 = Ao+ Az = 0 = AM=M=A=0
—Ao+ Ag = 0 273 = 0

B’ est libre, par conséquent B’ est une base de IR>.

b) On a f(e}) = fle1) = 2e1 = 2¢
fleh) = fler+ex—e3) = fe1) + f(e2) — fles) =2e1+2ea+e3—€e1 —e2—2e3 = €1 +e2—€3 = ¢€h
f(eg) = f(E1+EQ+63) = f(eﬂ—i—f(eg)-i—f(&g) = 2e1+2e2+egz+er +ext+2es = 3(ey -i-ﬂg-}wﬁg) = 38&

Donce
2 00
A=] 01 0
0 0 3

¢) La matrice de passage de la base B a la base B’ est

1
1

Pttt

1
PB,B)=]| 0
0 -1

d) On a A= Msp(f)=P(B,B\Mpg/(f)P(B', B) donc

A" = pAmp1
-1
m 0 0 1 1 1
0 1 0 0 1 1 » VREN
0 0 3° 0 -1 1
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On calcule l'inverse de P en résolvant le systéme linéaire | 0 1 1 Y =179 |,
0 -1 1 z z!
donc on a
r+y+z = 2 z+y+z = 2z
L y+z = Y = y+z = v
—-y+z = =z 2z = 9+
ce qui impliquelque zl= %y’ + %z’
y=—z2+y =3y — 37
etx=—-y—z+a =z —y donc
1 -1 0
i P 1 _1
Fr=10 3 =
0 3 3
Par suite
A = PARpl
1 [N I | 2" 0 0 1 -1 0
=lo 1 1 01 0 0 i 1 |:VReEN
= 2
0 -1 1 0 0 3" 0 % 3
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par conséquent
A" = pAmpt

ot o lyisnh —24l3n
(0 j+3  fafe | TREW

0 -3 +3i3" 3 +33"



Exercice 6. Soient B = (e1, €2,€3) et B = (€}, €), €4) les familles définies par
e; = (—1,-1,3),ex = (-4, —4,4),e5 = (—1,—-2,4)
€] = e1 + 2ez + 3es, e = 2e; + ez + €3, €] = 3ey + ez + 2eg

1. Comme B et B’ sont deux familles de cardinal 3, pour montrer qu’elles sont des bases de IR? il suffit
de montrer qu’elles sont libres dans IR>.
2. La matrice de passage Pass(B', B) est définie par

-1

1 2 3
Pass(B',B) = Pass™'(B,B)=| 2 3 1
3 1 2
Or
e1+2e2+3e3 = € e1+2e2+3e35 = ¢
2ey +3eates = ey, = —eg — bes = e — 2
3e1+eat+23 = € —5ep —Tes = eh—3e)
€1+ 2ex+3e3 = (3"1
= —en — bes = e, — 2}
18e3 = ¢4+ Te} — beb
ce qui impliqu: que e3 —1173 €] — 1"8 eh + 5! L ef,
e2 = —bez — e + 2e} = 1821 + 18?2 1861 et
e1 = —2e3 — 3e3 + €} = — =€) + 15€h + 15¢1. Par conséquent
NN PR T
15 18 1§
Pass(B',B) = T
EB=\y x 7
i8 i3 1
Exercice 7. 1. Solent X = ( i; ) et Y = ( g: ) tels que AX =Y donc
1 2 N\ _
a-y = (53)(2)-(%)
ry+2x =
= 3rx1+5xe = o
_— z1+2z2 = ©t
—T3 = Y2 — 3
3 = -2
= z1 = —2za+y1 =54+ 2y
Par suite
Iy (73
T2 Y2

- 2
Par conséquent A~! = ( 3 1 )



x1 3}
2. De méme soient oient X = ( T ) et Y = ( Y2 ) tels que BX =Y donc
T3 K]
-1 2 5 ] Y1
BX =Y = 1 2 3 Ta = Y2
2 8 10 1173 s
—r1+2x2+ 513 = 1
= T1+ 20+ 323 = i
221 +8z2+ 1023 = y3
—r1 +2ra+Hx3 =
= dxs + Bxs = ypt+in
122 + 203 = y3+2n
—z1+2r3+8x3 = 10
= 4z + 8 = yp+i
*4-'53 s T B 3y2 — 1
T3 = Y1+ FY2 — U3
= T2 = —2ratyatyi= .lm == lya + l_i,.'s.
T1 = 2T2+58r3— =g+ Y2 — V3

Par suite
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Par conséquent B! = (
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Exercice 8. Sur R* muni de sa base canonique B = (eq, ez, e3,e4) on considére les endomorphismes f et g
fla,y,2,t) = @z +yc+y+z,z+y+z+t), Y(z,yzt)e R
g(z.y,z,t)=(c+y+z+ty+z+tz+t,1)

N

1. M(f)s, M(g)s:

Ona
[ f(&) =(1,1,1,1) (1 00 0
fle2) =(0,1,1,1) 1100
Y Fe) =00,y =M= 1 | 1
[ f(ea) =(0,0,0,1) \1 1 1 1
[ g(e1) = (1,0,0,0) Fqg £ & 1
gle2) = (1,1,0,0) 0111
) 9(e§)=(1,1,1,0) = M@s=| 4 91 3
[ g(es) =(1,1,1,1) \ 0 0 0 1
4 3 21
33 21
2. Comme M(go f)g = M(g)sM(f)s alors M(go f)p = 5 9 9 1
1 111
1 1. 1 1t
1 2 29
et M(fog)s =M(f)sM(g)s alors M(fogls=| | , 3 3
1 2 3 4

3. Soient w3 = (0,0,0,1), up = (0,0,1,1), ug = (0,1,1,1) et ug = (1,1,1,1),
a) On a Card(B') = 4 = dimIR*, donc B’ est une base de R ssi B’ est libre.
Soient A1, Ao, A3, Aq € IR tels que Ajug +Aoug +Asua+ Aug = 0 donc A1(0,0,0,1)+A2(0,0,1,1)+
A3(0,1,1,1) + Ay(1,1,1,1) = 0 ce qui implique que

Ad = 0 M = 0
Az + A = 0 Az = —M _ — — —
Yo -Xa o Xi -0 — Xy ‘"A:l_)\é = M=M=M=M=0
MF+A+Ma+M = 0 M = —Ad2—A— M



B’ est libre par conséquent B’ est une base de R

b)
f(u1) = (0,0,0, 1) flur) = vy 1 111
flu2) =(0,0,1,2) fluz) = ug +up _|lo 111
Flus) =(0,1,2,3) ) flus) =11 +us+us =RM(f) gt = 00 11
flua) =(1,2,3,4) flug) = uq + 2 +us + g 00 01
glur) = (1,1,1,1) g(u1) = uy 0 -1 -1 -1
_q('i‘.l.g) - (2?21 21 1) Q(HQ) = 2”4 — Ui _ 0 0 -1 -1
g(uz) = (3,3,2,1) = g(us) = 3ug —uy —us =+ Mlg)mi= 0o 0 0 -1
glua) = (4,3,2,1) g(ua) = dug — ug —uz —us 1 2 3 4
0 -1 -2 -3
o 0 -1 -2
C) Comme M(g [} f)B’ — M(Q)B’M (f)B’ a.lOI‘S M(g [a3 f}B’ = {} 0 0 1 et
1 3 6 10
1 1 1 1
1 2 2 2
M(fog)B’:M(f)B*M(Q)B’ alors M(fog)g = 5 5 3
1 2 3 4

4. On remarque que M(fog)p = M(fog)s.

Exercice 9. Soit £ un espace vectoriel de dimension 2 et B = (ey, e2) une base de E. On considére ’endomorphisme
f de E définie par
{ fler)=e1+ez

fleza) =e1— ez

{f(‘fﬂ“i“? =:~M(f)s=(i _11)-

flea) =e1—e2
2. Soient les vecteurs ¢ =e; + ey et e, =e; —ey de B
a) On a Card(B') = 2 = dimFE, donc B’ est une base de E ssi B’ est libre.
Soient A;, A € IR tels que Aje] + Asel =0 donc (A + Az)e; + (A — Ag)es =0, Or B' = (eq,e3)
une base de E ce qui implique que

{)\1+/\2 0 ::#{/\1"‘1')\2

S 0 2, =M =2=0

i
i

0

0
B’ est libre par conséquent B’ est une base de E.

b) La matrice de passage P(B, B') de la base B a la base B':

E;:El"i'ﬁg oo 1 1
{ : i @P(B,B)'—(l _1).

¢) La matrice de passage P(B', B) la base B’ 4 la base B est définie par P(B', B) = P(B,B')~L.

el =e +e 2e; =€} + ey
i : 2 — f
Ep = €] — €2 Gy = €] — Eg

T T 1 1 1
{ €1 1261‘!'216% P(B’}B)Z(i 2 )
g 2

21’2 = %Bi == EBZ -'%
d) On
flel) = flex +e2) = fle1) + flex) =e1 +ea+e1 —ea = 2¢; =€} + €
fleb) = fler —e2) = fle1) — flea) =e1 +ea—e1 +ea =2e2 = €} — ¢
Donc

(SIS
| b=

B3]
R
e
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| =
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e) On a PB:B.M(f)B.PBBr = (



