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SERIE 3 (Correction)

Exercice 1.

a)

b)

Soit F = Vect(uy,us,us) avec uy = (1,2,3), us = (3,1,2) et ug = (2,3,1).

Le systéme {u1,u2, ug} est-il libre? Soient A1, A2, A3 € R, tels que Aruy + douz + Agug = 0 ce qui
implique A; (1,2, 3) + )\2(3, 1, 2) + )\3(2, 3, 1) = (0, 0, 0) et done (A + 33X + 2)\3, 22+ A+ 3}\3, 3+
2X2 + A3) = (0,0, 0). Par suite on aurai le systéme suivant

M Ao+ = 0 Iy (M +3h+2s = 0 I
20 +A2+3k3 = 0 Ly = —BA2 — Az = ) Lp+— Lo—2IL4
3A1+2X+2A3 = 0 L —TAz —BAs = 0 Lsg+— L3—3L
MF3A+20 = 0 Ly AM+3e+2r = 0 Iy
- —B5Ag — Ag = 0 Ls Ead —b5Ag — A3 = 0 Ly
—T7A2 — BAs = 0 La+— Lz—058Ls 18Xs = 0 Ly+— L3—5Ls

=‘v°/\2=}n3=/\1=0

Le systéme {uy, uz, us} est alors libre.

Le systéme {u,u2,us} est donc une base de F et dimF = 3.

Comme F est un sous espace vectoriel de IR® et dimF = dimIR® = 3 alors F = IR®.

Soit F' = Vect(ui, us, ug) avec ug = (1,1,0), us = (2,0,1) et uz = (4, -2, 3).

Le systéme {u1,u2, us} est-il libre? Secient A1, Az, Az € IR, tels que Aiwi + Asus + Asus = 0 ce qui
implique Ay (_1 E 1,.{]) = )\2(2} 0, 1) +As (4} -2, 3) = (0} 0, 0) et donc ()\1 420 +4X3, A1 —2A3, As + 3)\3) =
(0,0,0). Par suite on aurai le systéme suivant

MA2+4x3 = 0 Ly M+20+4A3 = 0
A — 23 = 0 Ly = A = 2A3
Az +3X3 = 0 Lg A2 = =33
)\3 e IR
== A1o= 2)3
Az = —3As

(A1, A2, A3) # (0,0,0)) tel que Ajuy + Apttp + Azus = 0 par exemple (A1, Ap,A3) = (2,-3,1) et
2u; —3us +uz=0

Le systéme {u1,usz,us} n'est donc pas libre.

De la relation 2uy — 3us +ug = 0, on déduit que uz = —2uy + 3us et le systéme {u1,us} est alors
générateur de F. D’ou F = Vect{ui, uz}. On vérifie que le systémes {u1,u2} est libre et alors
{u1,uz} est une bases de F et dimF = 2.

Exercice 2.

a) Dans IR', on considére le sous-espace vectoriel suivant:

Fi={(~’Esy,zst)€ﬂf4|:ﬂ+y—z=0, y+z—t=0}



Soit X = (z,¥, 2,t) un vecteur de R

s - = 0
X =(z,y,2t) € F; aru—2
y+z—t = 0
T = —-y+=z
=4t = yt+z S (@yat)=(y+znzny+a)
vz € IR

X = (z,y,2,t) € L <= (z,9,2,t) =y(-1,1,0,1) + 2(1,0,1,1), (v,2) € R?
= {y('—ls 1 0} 1) + z(l}oa 1 1): (yy z) € ij} = VBCt{(-']-a 1,0, 1)} (1}051}1)}

Comme les vecteurs (—1,1,0,1), (1, 0, 1, 1) ne sont pas colinéaire alors la famille {(—1, 1,0,1), (1,0,1,1)}
est une base de F; et dimF; = 2.

b) Soit F» = {(z,4,2,t) e R* |y =0, 3 =2=1}
Soit X = (z,y, z,t) un vecteur de IR* :

X = (z,y,2,t) € Fy < { ¥=

z=z=t
Y 0
= j B z = (z,y,2,t) = (2,0,z,2)
z € IR
X = (z,y,2,t) € 5 <= (2,y,2,t) =2(1,0,1,1), z€ R

Fp = {2(1,0,1,1), z € R} = Vect{(1,0,1,1)}
{(1,0,1,1)} est alors une base de F et dimF> = 1.

Exercice 3.

a) Soient w1 = (1,0, -2,1), uz = (2,1, -1,0), us = (3,2,0, —1), s = (1,0, —1,1) et F = {u1, ua, u3, us}.

Ona
ug 10 -2 1 w =y 10 -2 1
y = 2 1 —1 A S i _9
us 0 _— Up = U3 (5] 0 3
u3 = 3 2 0 -1 uzg=ug—3u;s = 0 2 -4
iy 1 0 =1 1 uf;=u;;—u1 = 0 0 1 0
uf =uj 10 -2 1
_ ) w=uw =01 3 =2
uf=uf—2uh, = 0 0 0
ulf = uj =00 1 0

u&-— 2ué =0 = uz — 311.1-—2(11.2 - 2u1) =0= Uz = —uj + 2ug

Donc F = Vect{uy, us, uz, us} = Vect{uy, us,uq} puisque ugz s’écrit comme combinaison linéaire de
utet up. Bt comme {uq,us, ua} est libre:
Aty + Aotz + Azua = 0= A1(1,0,—-2,1) + A2(2,1, -1,0) + A3(1,0,-1,1) =0

AL+2d+ A3 =10 At+A3=0
— )tgéO — A2=10

—2X1 =X —X=0 A=0

/\1+A3=0 )\3='—/\1

=3 A1 = A2 = A3 = 0. Par conséquent {w1,u2,us} est une base de F et dimF = 3.



b) Ona

g 1 0 -2 -2 ui =w 1 0 -2 -2
U = 2 1 -1 0 N wh=ug—2uy = 0 1 3 4
w3 = 3 2 0 2 uh=uz—3u; = 0 2 6 8
uy 42 2 0 wy=us—4du; = 0 2 6 8
uf =uf 1 0 -2 -2
s uh =uh =01 3 4 uf — 2up =0 = ug = 2us — uy

wf =us—2up, = 0 0 0 O up — 2uy =0 = ug = 2up
ui=uy—2u5b = 00 0 O

Donc F = Vect{ui,us,us,us} = Vect{ui,us} puisque us et us s'écrient comme combinaison linéaire
de uy et ug. Et comme uy et us ne sont colinéaire alors {u1,uz} est libre et par conséquent {uy,us}
est une base de F et dimF = 2.

Exercice 4.
Soient les vecteurs uy = (1, —1,0), uz = (—1,2, —1), u3 = (0, —1, A) et soit F = {1, un, us} est un systéme
d’ordre 3 et dimIR> = 3. Pour montrer que F = {u, w2, us} est une base de R* , il suffit alors de montrer
que F est libre.
Discutons la dépendance des vecteurs {u,us, us} selon les valeurs du paramétre A .
Soient a1, a1, a1 € R tels que aiut +asug +azus = 0 = a1(1,—1,0) +as(—1,2,—1) +a3(0,—1,A) =0

oy —as 0 Qs = o
= -1+ 20 —a3 = 0 = (0% = o
—tp + ..’\053 = 0 (.r\ 7 1)0!1 = 0
Doncsi A#lalors A—1#0
653 = sy =
o3 = @ = ay; = o = ar=om=a3=0
A=l = 0 ap = 0

Le systéme F' = {u1,uz, ua} est libre et donc si A # 1 alors F = {u1,us, u3} est une base de R
Maintenant si A = 1 alors

a2 = az = o
o3 = o3 = a3 = o
A-—1Day = 0 m € R

A, s, a3) € R tels que aug +agus+asus = 0, par exemple (a1, ag, a3) = (1,1,1) et w1 +us +ug = 0.
Le systéme F = {u1,us, us} est lié. Donc si A = 1 alors F = {uy, uz,u3} n’est pas une base de IR".

Exercice 5.
On considére I'application f définie par f(z,4,2) = (y— z, 2+ 2,2)

a) Montrons que Iapplication f est linéaire.
Soit (z,y) € (R3)2 avec T = (z1,%3,23) et ¥ = (y1,y2,¥3)
On vérifie que Y(a, 8) € IR? , on a : f(ax + By) = af(z) + 8f(y)
L’application f est alors linéaire.
b) Calcul de I'application fo f
f((zﬂyiz)) = (y —&5T +_z,z) = (fof)(—"f;y»z) = f(f(l';y:-z)) = f(y - z,:z+_z,z)
= (fof)(z,y,2) = fly—zz+22)=(z+2)—2,(y—2)+22) = (2,52
= fof=1Idp
f est un automorphisme : L’application f est linéaire, bijective et f~! = f puisque fo f = Id R



c) Ona
Kﬂ""(f) = {(“T:y}z)em-a f($:y>z)=(0:010)}
= {(z,y,2) e R® (y-z2+2z2) =(0,0,0)}

y—z = 0
= {(zy,2) e R z+z = 0
z = 0
y = =z
= {(z,p,2) e R’ r = —z
z = 0
= {(05 D:.O)}
On a Imf = Vect{f(e1), f(ea), f(es)} avec (e1,e3,€s) la base canonique de R

donc
Imf = Vect{(0,1,0),(1,0,0),(-1,1,1)}

On pose u1 = (0,1,0), w2 = (1,0,0) et us = (—1,1,1) et F = {u1,uz,us}. F est-il libre? Soient ai,
as et as € IR tels que aiur + asus + asuz = 0 = a1(0,1,0) + a2(1,0,0) + a3(—1,1,1) = 0, donc

ar—ag = 0
mtay = 0 =ai=am=0=0
as = 0

Le systéme {u1,us,us} est donc libre. {u1,u2,us} est alors une base de Imf , dim(Imf) = 3 alors
Imf =R

Exercice 6.
On considére Papplication linéaire f définie par f(z,y,2,t) = (z —y, 2 — t,y — @)

a) On a

Ker(f) = {(z,y,21t) € B | f(z,y,2,t) = (0,0,0)} _
= {@yzt)e R'| (@-yz-ty—z)=(0,0,0)}

c—y = 0
= {zyzt)eR'|{ z—t = 0}
y—x = 0
¥y o= &
= {(z,4,2,t) € RB"| t = z
.,z € IR

{(z,2,2,2) | 2,2 € R}
{£(1,1,0,0) + 2(0,0,1,1) | z,2 € R}
Veet{(1,1,0,0),(0,0,1,1)}
Done {(1,1,0,0),(0,0,1,1)} est une base de Ker(f).
En déduire le rang de f (rg(f)):
On a dim(Ker(f)) = 2 et rg(f) + dim(Ker(f)) = dimIR* ce qui implique que rg(f) = 4 —
dim(Ker(f)) et rg(f) = 2.
b) Calculons I'image de la base canonique et en déduire une base de Im(f)
Soient {ei,es, e3,e4} la base canonique de IR* : on a

Im(f) Vect{f(e1), f(e2), f(es), flea)}
Veet{(1,0,-1),(-1,0,1),(0, 1,0),(0,~1,0)}
Veet{(1,0,-1),(0,1,0)}

Et comme le systéme {(1,0,—1),(0,1,0)} est libre alors {(1,0, —1),(0,1,0)} est une base de Imf et
dimlIm(f) = 2.



Exercice 7.
Soit o : R® — IR® définie par ¢ (z,4,2) = (3z + y — 2,22 + 2y — 2,4z + 2y — 2)

1. Montrons que I’application ¢ est linéaire.

Soient © = (z1,22,23) € R et y = (y1, 1o, ¥3) € IR®

On vérifie que Y(a, 8) € R? , on a: glaz+ By) = ap(z) + By(y)

L’application ¢ est alors linéaire. '
2. Ona

P = {u=(29,2) € B ¢(u) =u}

{(z,4,2) € R, Bz 4y — 2,20+ 2y — 2,42+ 2y —2) = (2,9,2)}
{(z,y,2) € R?, 2z +y — 2,22 +y — 2,4z + 2y — 22) = (0,0,0)}
{(z,y,2) € R* 2z +y—2=0}
{(z,4,2) e R}z = 2z + y}
{(z,y,22 +y),z,y € R}
{z(1,0,2) +3(0,1,1), 2,y € R}
Vect{(1,0,2),(0,1,1)}

Donc P est un sous espace vectoriel.

D {u=(z,y,2) € R p(u) = 2u}
= {(z,y,2) € R®, 3z +y — 225+ 2y — 2,40+ 2y — z) = (2, 2y,22)}
= {(z.9,2) € R (z+y— 2,25 — zdz+ 2y — 32) = (0,0,0)}
z+y—z = 0
= {(z,y,z]eﬁa, 2 — z = 0}
dx+2y—32 = 0

= {(m,y}Z)ERs}{g }

2z
= {(z,z,2z),z € R}
= {z(1,1,2)z € R}
Vect{(1,1,2)}

Ce qui implique que D est un sous espace vectoriel.

3. Puisque la famille {(1,0,2), (0,1,1)} est libre et engendre P donc {(1,0, 2), (0,1, 1)} est une base de
P et dimP = 2.
Puisque D = Vect{(1,1,2)} donc dimD = 1 en plus le vecteur (1,1,2) ¢ P donc PN D = {0}.
Comme dimIR® = dimP + dimD et PN D = {0} alors en déduit que R* = P& D.

Exercice 8.

1)=>2) Si on suppose que rg(f) = rg(f?), il est clair que Kerf C Kerf?, on utilisant le théoréme de
rang on a n = dimE = dimKerf + dimImf = dimKer f? + dimImf? or dimIm(f) = dimIm(f?)
donc dimKerf = dimKerf? et puisque Kerf C Kerf?, on déduit que Kerf = Kerf2.

2)=3) Si Kerf = Kerf?, d’aprés le théoréme de rang on a n = dimE = dimKerf + dimImf =
dimKerf? + dimImf? or dimKer(f) = dimKer(f?) donc dimIm(f) = dimIm(f?) et comme
Imf? C Imf alors Imf = Imf?.

3)==>4) Si Imf = Imf?, Soit z € E alors f(z) € Imf = Imf?* donc 3z € E tel que f(z) = f3(z0)
par suite f(z — f(zg)) = 0 ce qui implique que & — f(zo) € Kerf et & =z — f(zo)+ flzo) et ceci

ey S SRy

Kerf Imf
Vz € E donc E = Kerf + Imf. Et puisque dimFE = dimKerf + dimImf alors E = Kerf @ Imf.



