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SERIE 2 (Correction)

Exercice 1.
La loi interne @ est associative, admet un élément neutre (0, 0), symétrisable et commutative. par contre
la loi externe ® n’est pas distributive. En effet

1+2)®(1,2) =(3,2)

et
1@ (l,2)®e2®(1,2) =(1,2) & (2,2) =(3,4).

par conséquent (IR?, @, ®) n’est pas un IR-espace vectoriel.

Exercice 2.

1. Le couple (z,y) = (0,1) est élément de F; mais ce n’est pas le cas du couple —(z,y) = (0,1). F
n’est donc pas stable par combinaison linéaire et ce ne peut étre un sous-espace vectoriel de IR”.
2. Ona
e (0,0,0) € F»
e Soient (z,¥,2), (¢/,y',2) € Fo, donc ¢ —y — 22 =0 et &’ —y' — 22’ = 0 par suite (z — y —2z) +
(¢'—y' —22") =0 et (z+2") —(y+¥) —2(2+2") = 0 ce qui implique que (z+2',y+y',2+7) € B
et donc (z,9,2) + (¢/,y,2') € F> .
e Soient (z,y,z) € Fs et A € R, doncxz —y — 2z = 0 en multipliant cette équation par A on aura
Az — Ay — 2Az = 0 ce qui implique que A (z,y,2) € F .

Par conséquent F forme un sous espace vectoriel de IR>.

3.
B = {mnerty | “VTE=0y
z—2y=0
= femner®, | TvtE=hy
T =2y
= {my)eR\{ T YTETTY Y
z=2y

{(2y,9.—y) \ v € R}
{y(g, lr _'1) \ yE m}
Vect{(2,1,-1)}

et par conséquent F3 est un sous espace vectoriel de R

4. Le couple nul (0,0) n’est pas élément de Fy et donc Fj ne peut étre un sous-espace vectoriel de IR”.

Exercice 3,
= Supposons que F ¢ G et que G ¢ F. On peut alors trouver deux vecteurs non nuls z € F\ G et
y € G\ F. z + y ne peut étre élément de F U G : sinon on aurait z+y € F (ou z+y € G) et donc, F
étant stable par combinaison linéaire ¥y = = + y — z serait élément de F (on fait le méme raisonnement
sl  +y € G) ce qui n’est pas possible par hypothése. Par conséquent F' U G n’est pas un sous-espace



vectoriel de E. La premiére implication est ainsi prouvée par contraposée.
<= Supposons que F C Gou G C F alors F UG =G ou FUG = F et dans les deux cas F' U G est un
sev de E.

Exercice 4.

1. On peut vérifier que F = {(z, 4, 2)IR> /2z—y+2z = 0} = Veet{(1,0,-2),(0,, )} et G = {(A, =X, A) \ A €
R} = Vect{(1,—1, 1)}.ce qui implique que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E. Pour déter-
miner ¥ NG il suffit de résoudre le systéme

20 —y+2z=10
z=A
"y=—)~
z=A

ce qui implique que A = 0 ce qui améne F NG = (0,0,0). F et G sont don¢ en somme directe.
Soit (z,y,2) € E, on va montrer qu'il existe des scalaires o, 8 et v dans IR tels que (z,9,2) =
a(1,0,—2) + B5(0,1,1) +~(1,-1,1).

a+y==z
(,4,2) =a(1,0,-2)+ 8(0,1,1) +4(1, -1, 1) <= B—y=y
—2a+8+7==
a+y==zx at+y==x
=4 B=y=y =4 B-71=vy
B+3y=2+2z dy=z2+2c—y

et donc _
y=4a—ty+ iz
(#,9:2) = (1,0,-2) + (0,1, 1) +¥(1,-L, 1) <= { B=1a+3y+ 32
a=fo+ly-ie
et donc F + G = E. On a ainsi montré que F &G = E.

2. On peut vérifier que F = {(:z,y,z)ﬂs/z —y+z=0%et 2z2+y+2z =0} = Vect{(—2,1,3)} et
G = {(8X\2XM) \ A € R} = Vect{(3,2,1)}, donc F et G sont des sous-espaces vectoriels de E.
Supposons que F @ G = E donc Yz € IR® il existe des scalaires uniques a et 8 dans IR tels que
(z,y,2) = a(-2,1,3) + B(3,2,1) ce qui implique

' —2a+38==zx
(z,9,2) =a(—-2,1,3) +8(3,2,1) <= { a+28=y
3a+8==z
a+28=y a+28=y
=4 MB=z+2y = B=z+2
—b58=2—-3y 0=Tz+5z— 11y

et donc si Tz+ 5z — 11y = 0 le systéme admet une infinité de solutions ce qui est en contradiction avec
P'unicité des solution (o, 8) par contre si 7z + 5z — 11y # 0 il n’y a pas de solution. Par conséquent
F®G+#E.

Exercice 5.



ce qui donne 8=0,y=0et a=0.
En plus la famille {v;,vy,v3} est génératrice; Soit (z,y,2) € IR, on va montrer qu’il existe des
scalaires a, 8 et v dans IR tels que (z,y,2) = avy + Bvs +7vs. Or

a+3f—v==x
(:E,y,z) = Qt{].,]_,].) o ﬁ(330:_1) +F}'(_lv 11_1) = at+y=y
=g —y=4
a+38—7 =g o= ZHys
—p44y—3z

= =3B+ 2y=y—az = 7=
—48=z—z 8=~22

8

et donc V(z,y,2) € IR® il existe des scalaires o, § et v dans IR tels que (z,y,2) = avy + Bua + yus.
par suite la famille {vq,vs, vz} est génératrice et libre. C’est donc une base de R

. La famille constituée de v1 = (1,2,3), »2 = (1,0,1) et v3 = (1,10,11) est liée, car le vecteur v
est. combinaison linéaire de vy et de v3 (v2 = %m — %vs). par suite Vect{vi,vs,va} = Vect{v, v3}
et puisque les vecteurs v; et vy ne sont pas colinéaire donc {vy,vs} est une base de sous espace
engendarant {v1,vs,v3}.

Exercice 8.

. D={feE/ flz)=f(l-2)}

a) Pour f=0o0na f(z)=0et f(L —z) =0, Yz € [0,1] et donc f(z) = f(1 —=2) = 0. par suite
0e D,

b) Soient f et g € D, on a f(z) = f(1 —z) et g(z) = g(1L — ) et donc (f + g)(z) = f(z) + g(z) =
f(l—z)+9(1 —z)=(f+9)(1 —=). Ce qui implique que f + g € D.

c) Soit @ € Ret f € D on a g(z) = g(1 — z), donc (ag)(z) = ag(z) = ag(l — z) = (ag)(1 —z), ce
qui implique que ag € D.

Par conséquent D est un sous espace vectoriel.

. F={f€E / fpolymome de degré 4}

L’ensemble F ne contient pas la fonction nulle car le polynéme correspondant est de degré —oo. Ce

n’est donc par un sous-espace vectoriel de E.

. La fonction nulle est un polynome de degré —oc < 4, donc o € G.

La somme de deux polyndmes de degré < 4 est aussi un polynéme de degré < 4

Le produit d'un polynéme de degré < 4 par un scalaire est un un polynéme de degré < 4.
Ce qui implique que G est un sous espace vectoriel de E.

Exercice 9.
Soit (z,y,2,t) € H,donc 2 +3y—2z—5t=0etx+2y+2z—-1t=0.

E=-2y—z+t — T=—2y—z+t
-2y —z+it+3y—22—-5t =10 y—3z—4=0
T=-2y—z+t r=—06z—8t—z+t=-Tz—Tt
y=3z+4t y=3z+4t



donc
H - { r=-Tz—Tt }
y=3z+4t
= {(-7z—Tt,3z+4t,2,t) avec z,t € IR}
= {(—7z23z2,2,0)+ (—7t,4t,0,%) avec z,t € IR}
= {2(-7,3,1,0) +¢t(-7,4,0,1) avec z,t € IR}
= Vect{(-7,3,1,0),(-7,4,0,1)}.

Donc H est un sous espace vectoriel de R” et la famille {(—7,3,1,0),(—7,4,0,1)} engendre H. Montrons
que {(~7,3,1,0),(—7,4,0,1)} est libre. en effet, soit o, 8 € IR tels que a(-7,3,1,0) + 3(-7,4,0,1) =0

donc
—Ta—T8=0
3a+43=0 a=0
a=0 8=0
8=0

donc {(—7,3,1,0),(—7,4,0,1)} est libre et par conséquent {(—7,3,1,0),(—7,4,0,1)} est une base de H.

Exercice 10.

1. Montrer que dans K[X], toute famille de polynomes non nuls & degrés strictement croissants est libre.
démonstration par récurrence:

n
- Un polynéme non nul forme une famille libre: P €K[X], P(X) = Zaf.;X'i, soit v € R, 7P(X) =
i=0

Tt
Z’m{X‘E =0=9a; =0, Vie{0....,n}. et cpmme P est non nul donc Ja;, # 0 donc ya;, =0
par suite v = 0.

- Hyp: Supposons que toute famille de n polynémes de degrés strictement croissant est libre.

et soit une famille (Py,...,P,,P,i1) tel que Vi € [1,nf, degP;,degP; ;1 et soit (A;)1<i<nii une
i1 n+1

famille de scalaires telle que Z»\isz =10. le coefficient dominant de ZAiR est Apy1 dom(Pag1) et
i=1 i=1

dom(Pp41) est le coefficient dominant de Pny1 qui est de degré n + 1 donc dorm(Ppy1) # 0 et par

.
suite A,41 = 0 ce qui implique Z’\iP" = 0 et par hypothése de récurrenceona A; =0, 1 <7 <n,
i=l1

donc A = Xo = ... = Ay = Api1 = 0 et par cpnséquent la famille (Py, ..., Py, Pyi1) est libre.

2. Soit P un polynéme de degré n, alors Vi € fJ1,n P est de degré n; donc la famille (P, P, . .., P(")
constitue une famille de polynéme non nuls & degré strictement croissant puisque degPtt) < degP (),
donc d’aprés la question 1 la famille (P, P, ..., P(™) est libre.

Exercice 11.
On considére 'application :

fiR SR fley2) =02 +y+2z2+2+2—3z—3y—22)
1. - Soit (z,9,2), (¢, y'2') e R® on a

f(z,y,2) + (&',9'7) = fla+2\y+y,2+7)
= 2z+2)+y+y)+(=z+)(z+2)+20y+y) +(2+2), -3 +2) -3y +¥) -2z +7))
e+y+zr+2y+2z,-3z—3y—22)+ (20 +y +2,2' +2¢' + 2, -3z - 3y — 27)
fl=z,y, z) + f(zfiy!:al)



DoncyeVet

f(z) — f(2+1r{[-"-‘)) — ff2)+1'2f°f(f-'-‘)
_ fla)—iw _ —i® f(x)—iz
= 2 = 2
AR ey

Doncze W

En plus,onay+z= ”"‘lj‘m) + “‘;’“‘" =g. Cequi montre Ve € B, Jyc Vet ze Wtelquez =y + 2
donc E=V +W.

Montrons maintenant que VN W = {0}. Soit z € VN W, donc z € V et z € W ce qui implique
que f(z) = iz et f(zr) = —iz et donc 2f(x) = 0, par suite f(z) = 0. Comme fof = —id on a
—z = fo f(z) = f(0) =0 =z =0 ce qui implique V N W = {0}. Par conséquentE =V @& W.

Exercice 13.
Supposons que f n’est pas nulle, donc 3z € E tel que f(z) # 0.
Soit A €K et posons y = ﬂ)‘% €E
On a

AT A

H) =fGy) = Ff® =

Done VA €K, Jy € E tel que f(y) = A ce qui implique que f est surjective.

Exercice 14.

- On suppose que p + g est un projecteur. Alors (p + q)2 = p + ¢ et en développant, on obtient p> +
¢> +poqg+qop=p+4q. p,q étant des projecteurs, on a : p* = pet g> = q et donc pog+qop=0.
On va montrer que Img C Kerp ce qui aménera pog = 0 et donc gop = 0. Soit y € Img. Alors
p(y)+g(p(y)) = 0. Comme E = Kerq® Img, il existe X € Kerget Y € Imgtel que p(y) = X+Y. Alors
X+Y 4+ q(X +Y) =0s0it X +2Y = 0. Par unicité de la décomposition d’un vecteur sur une somme
directe, il vient X =Y = 0 et donc p(y) = 0. On a prouvé que I'mg C Kerg et la premiére implication
est démontré.

- Pour la seconde, supposons que pog=gop=~0alors (p+4q)2=p?>+¢*’+pog+qgop=p+qcarpet
q sont des projecteurs.



-Soit A€ Ret (z,y,2) € R*on a

f()‘(mnysz)) f(f\-'-"?v\y: )\Z)
(2Az+ My + Az, Az + 22y + Az, =3z — 3hy — 2)2)
M2z +y+z,0+2y+2,—3z — 3y — 2z2)

M(z,y,2)

Donc f : R? — R? est linéaire donc un endomorphisme de IR>.

2.
fAz,4,2) =0 <= 2z+y+z2+2Y+2-3z-3y—22)=0
26 +y+2z=0 (L1)
= z+2y+z2=0 (L3)
-3z —3y—2z=0 (Ls)
2+ +2z2=0 Ly — Lo
= wH+y+z Ly — Iy

=3z —3y—2z2=0 Lz — L3
c+2y+z=0 L

= { -3y-=z Ly — Ly — Lj
Jy+z=0 Ly — L3 +3L;
c+2y+z=0 I
Jy+z=0 Ly

—

Donc z = —3y et ¢ = —z — 2y = 3y — 2y = y, par suite la solution du systéme est {(y,y, —3y), y €
R} = {y(1,1,-3), y € R} = Vect{(1,1,-3)}. Donc Ker f = Vect{(1,1,—-3)}. Ce qui montre que
f n’est pas injective (Ker f # {0}).
-Ona
{f(z.y,2), (2,9,2) € R’}
{2z +y+22+2y+2-3c—3y—22), (z,y,2) € R’}
{z(2,1,-3) +y(1,2,-3) + 2(1,1,-2), (z,4,2) € R*}

= Vect{(2,1,-3),(1,2,-3),(1,1,-2)}
et comme (1,2, —-3) = 3(1,1,-2)—(2, 1, —3) ce qui implique que Im f = Vect{(2,1,-3),(1,2,-3),(1,1,-2)} =
Vect{(2,1,-3),(1,1,-2)} # IR®. Par conséquent f n’est pas surjective. (dimIm f =2 < 3 =
dimIR®).

Im f

Exercice 12.
On a V et W sont des sev de E.

e 0eVet0eW car E est un@-ev (0 € E) et f un endomorphisme de E (f(0) = 0).

e Soit 2,9 € V on a f(z) = ixet f(y) =iy donc f(z+1) =i(r+y) =iz +1iy = flz) + f(y), done
z+yeV.
de mémesiz,y € Walorsz+y € W.

o Soit A €€, z € Vona f(z) =iz et f(Az) =i z = A(iz) = Af(z). donc A € V.
de méme si A €@, z € W alors Az € W.

Par conséquent V' et W sont 2 sev de E.

Montrons que V' et W sont supplémentaire dans E.

Soit z € E si on pose y = “74) of 5 = 21 (@)

on a

f(y) — f( w—ig(—"-‘) ) - ff’f)_’;f‘?f(m)
f(z)tiz _ —i2f(z)tiz
- 2

2
i) = iy)



