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SERIE 5

Exercice 1.

a) puisque ¥ et U sont non-nuls et que ¥ n’est pas proportionnel & 7, les deux vecteurs (¥, V) ne
sont pas clinéaire donc la famille des vecteurs (o, 7’) est libre.

b) Ona @(1,2, 1), T(1,0,1) et T(~1,2,-3)
Pour montrer que @, ¥, W sont coplanaires ou pas, on doit vérifier si 'un des vecteurs @, ¥ ou W

est, combinaison linéaire des deux autres.
Soit donc « et 3 tels que W = a@ + B donc

-1 = a+p8 (L)
2 = 2« (LQ)
-3 = —a+p (Ls)
(L2) = a =1 et si on remplace la valeur de o dans (L) on trouve 8 = —2 et les valeurs de « et

vérifient bien 1’équation (L3). Par suite on a W = & — 27 c’est & dite que les vecteurs , ¥ et W
sont coplanaires et donc liés.

Exercice 2.

On se place dans ’espace muni d’un repére orthonormé.

1.
r=14+t+2u
(z,y,2) € P <= 3I(t,u) € R | y=2+t+u
z=3u

r—y=-14+u

— 3J(t,u) € R* | y=2+t+u
z=3u
u=x—y+1
— 3J(t,u) € R* | t=y—2—-u=-x+2y—3

z=3u=3x—3y+3
Une équation cartésienne du plan est donc 3z — 3y — 2z + 3 = 0.

2. 1l suffit de choisir deux coordonnées comme paramétres. On a

(r,y,2) €EP <— x=-2y+2+3
r=-2y+z+3
— y=1y

z=2z
Une représentation parameétrique de P est donc donnée par

r=-2t+u+3
y=t
Z=U.



3. La derniére équation donne ¢ = z — 3. On remplace dans les deux autres pour trouver un systéme

r=4z—-17 r—4z+7=0
<
y=32—-7 y—3z+7=0.

4. On choisit une des coordonnées comme paramétres, on a

d’équations :

r+y—3z+1=0
2c +y—5z2=0

r4+y—32+1=0
—
r—22—1=0 (Ly— Ly)

(,y,2) €D <= {

r=2z+1
— y=—c+3z—-1=2-2
2=z

Une représentation paramétrique de (D) est donc donnée par

r=2t+1
y=t—2
z=1t.

Exercice 3.
Soit @ = (1,0,5), ¥ = (—1,1,1) et W = (2,1,0).
On a
det(w, v, W) = <7u,(VAW)>
= < (1,0,5),(~1,2,-3) >
= —-1+0-15
= —16#0

Donc (@, @, W) est une base de IR>.

Le volume paraléllépipéde construit sur les vecteur @, ¥, @ est donnée par

V = |det(w, v, w)| = 16.

Exercice 4.
Un vecteur normal & P est AB A ﬁ, de coordonnées (—3, 3,0), ou encore, pour que les équations soient

plus simples a écrire, le vecteur (1,—1,0) qui lui est colinéaire. Une équation de P est donc de la forme
r—y+d=0,
et puisque A est élément du plan, on obtient
1-24d=0=d=1.

La perpendiculaire & P passant par M a pour vecteur directeur un vecteur normal du plan, comme (1,1, 0).

Comme elle passe par M, elle admet pour équation paramétrique :

r=u+t
Yy =t
Z=w.



L’intersection de cette droite et du plan P est le projeté orthogonal recherché. On introduit 1’équation
paramétrique de la droite dans celle du plan, et on trouve :
—u+v—1

u+t—v+t+1=0=>t=f.

On en déduit les coordonnées de H :

—u+v—1 u+v+1
= v — =
YH B B)
ZH = wW.

Exercice 5.

soient Dy et Dy les droites d’équation respective

Dl{ery—Q DQ{x+y+z—1
y—2z=3 r—2y+3z2=a
1. Cherchons un vecteur directeur de (D7) et de (D3).

(D) est défini comme intersection de deux plans.

Un vecteur normal au premier plan est nf = (1,1,0).

Un vecteur normal au deuxiéme plan est 5 = (0,1, —2).

Un vecteur directeur de (D;) est alors

T =m A= (—2,2,1).
De la méme facon, on trouve qu'un vecteur directeur de (Ds) est ¥ = (5, —2, —3).

Puisque @ et ¥ ne sont pas colinéaires, les droites ne sont pas paralléles.

2. Puisque (D) et de (D3) ne sont pas paralléles, elles sont coplanaires si et seulement si elles admettent
un point d’intersection. Il faut donc que le systéme d’équation

r+y=2
y—2z=3
r+y+z=1

r—2y+3z=a

admette une solution. Or, en retranchant la premiére équation & la troisiéme, on trouve que ce

systéme est équivalent a :

r+y=2 rz=1
—2z=3 =1
Y — 2z Y
r+y+z=1 z=—1
T—2y+3z=a —4 =a.
Les deux droites sont donc coplanaires si et seulement si a = —4. Dans ce cas, leur point d’intersection

est A(1,1,-1).
Le plan qui contient les deux droites passe par A et a pour vecteurs directeurs @ et .
Un vecteur normal au plan est donc @ A ¥ = (—4, -1, —6).

Une équation du plan est donc de la forme
dr+y+6z+d=0.

En utilisant que A est un point du plan, on trouve finalement que le plan d’intersection de (D7) et
de (D3) a pour équation
dr+y+62+1=0.



Exercice 6.

1. P est déterminé par le point A(1,0,2) et les deux vecteurs directeurs @ (2,1,1) et 7 (1,1,1). La
distance de M au plan P est donc donnée par

L ldet(AM, 7, )| _ 2

sl ‘ﬁ:*@'

2. On commence par chercher une reprEsentation paramEtrique de la droite. On a

z+y—3z+1=0
2r+y—5z=0

r+y—3z+1=0
—
r—22—1=0 (Lg—Ll)

(z,y,2) €D <= {

r=2z+1
= y=-—-c+3z2—-1=2-2
z=1z

Une représentation paramétrique de (D) est donc donnée par

r=2t+1
y=t—2
z =1.

Un point de la droite est donc A(1,—2,0) et un vecteur directeur est 7 (2,1,1). La distance de M
A la droite est alors

| AM A 3V2
e TR

Exercice 7.
On muni Pespace d’un repére orthonormal R(O, ?, 7, K). On considére la sphére S d’équation : x2 +

y? 4+ 22 — 2z + 4y + 62 — 11 = 0 ainsi que le plan P d’équation : 3z — 4z + 19 = 0.
1. Ona:
4y 2 -2 Ay +62—11=0<= (2 —1)*+ (y +2)* + (2 + 3)? = 25.

Par conséquent S est la sphére de centre (1, —2,—3) et de rayon R = 5.

2. Appliquant le cours :
[3x1+4x3+19]

V3R a2 =3

d(Q,P) = > 5.

L’intersection de P et de S est donc vide.

3. Un vecteur directeur & A est un vecteur normal & P. Par conséquent le vecteur 7 (3,0, —4) dirige
A. Une équation paramétrique de A est donc :

r=1+3t
y=-2
z=—-3—4t

4. Les points de S A distance maximale et minimale deP sont les solutions du systéme :

(x—122+(y+2)2+(2+3)2=25

r=1+3t
y=-2
z=—-3—4t



et sont donc : M(—2,—2,1) et N(4,—2,—7). Par suite :

(M. P) — 3 x (—2) —45>< (—2) + 19| _ %

et

3x4—4x(-2)4+19 39
av.p)— | (-2)+19] _ 39
5 5

Le point le plus prés de P est donc M et le plus loin est N.

Exercice 8.

Soient a, b, ¢ trois réels non nuls, et soient A(a,0,0), B(0,b,0) et C(0,0,¢)

1. Une sphére a pour équation

(z—u)? +(y —v)* + (2 —w)? = R

Si on écrit que 0 € S, on obtient
u? + 02 +w? = R?.

Ensuite,

AeS = (a—ulP+v*+w’=u*+0>+w’

—— a
U= -
2

b

B e S=—v= 5

CeS=w= g

L’équation de la sphére recherchée est donc
_ap g _bp o, cp a4

2. L’équation du plan P est de la forme

uxr +vy +wz+t=0.

AeP = wa+t=0

= u=-——

BeP — wvb+t=0
—

t
v=—=

b

CeP = wc+t=
t

= w=-—-

Donc on remplagant dans ’équation on trouve

4 Y Eihi=o0
a b c
et donc
R )
a b ¢



3. Le cercle recherché est l'intersection de la sphére et du plan.
Soit I le centre de la sphére, I(§, %, 5), et J le projeté orthogonal de I sur le plan P. Alors J est le
centre de C, et le rayon de C est la longueur JA.

Le triangle AJI est rectangle en J donc d’aprés le théoréme de Pythagore :
AJ? = AP® — 1J%,

Or, on sait que

A127R27a2+b2+62
T 4
et que
1,1, 1
s+5+5-—-1 b
[J=dist(I,P)= 2212~ - %%
a%+b%+c% 2va2b? + a2¢2 + b2¢

On conclut que
a’b?c?

a2b? + a2¢2 + b2¢2

1
AJ2:Z(a2—|—b2+62— ).



