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SERIE 5 (Correction)

Exercice 1.
Ecrivons F(X) = % avec P et @Q deux polynémes premiers entre eux, avec () unitaire. La condition
F(X)? = (X% +1)2 devient P? = (X2+1)3Q?. Ainsi Q? divise P?. D’ott Q? = 1, puisque P? et Q2 sont
premiers entre eux. Donc @ = 1 (ou -1). Ainsi F' = P est un polynéme et P? = (X2 + 1)3.
En particulier P? est de degré 6, donc P doit étre de degré 3. Ecrivons P = aX® +bX?2 + cX +d, on

développe l'identité P? = (X2 +1)3 :
X0 +3X* +3X% 4+ 1 =0a’X%+2abX® + (2ac + b*) X* + (2ad + 2bc) X> + (2bd + ¢*) X? + 2cdX + d°.

On identifie les coefficients : pour le coefficient de X6, on a a = %1, puis pour le coefficient de X°, on
a b= 0 ; pour le coefficient de 1, on a d = +1, puis pour le coefficient de X, on a ¢ = 0. Mais alors le
coefficient de X3 doit vérifier 2ad + 2bc = 0, ce qui est faux. Ainsi aucun polynéme ne vérifie I’équation
P? = (X? 4 1)3, et par le raisonnement du début, aucune fraction non plus.

Exercice 2. Déterminer les zéros et les poles des fractions rationnelles suivantes

1 (X24+X+1)(X—-1)2X |
T (X (XD (X+1D)E
\/§.

Les zéros sont : 0, 1 de multiplicité 2, —% + @z et —% — 5.

Les poles sont : 2,1, -i et -1.
X*-16 .
2. ¥ 3x2°
Les zéros sont : 2, -2, 41 et —4i:
Les poles sont : HT‘/H et 3—2@ .

3. Déterminons les racines communes & X? — 1 et X? — 1. Soit w un telle racines. On a w? = w? = 1.
Puisque p et g sont premiers entre eux, il existe u,v € Z tels que pu + qu = 1.

On a alors w = wP¥*% = (wP)*(w?)" = 1. Inversement, 1 est racine commune. De plus, notons que
XP—1
Xa—1
I'unité autres que 1. Elles sont simples. Les poles de F sont les racines q éme de 'unité autres que

toutes les racines de X? — 1 et X7 — 1 sont simples. Les racines de sont les racines p éme de

1. Ils sont simples. 1 n’est ni pole, ni racine.

Exercice 3. Déterminer les partie entieres des fractions rationnelles suivantes

1. F1 = 7X§74:

Le degré de X est strictement inferieur au degré de X2 — 4, donc la partie entiere du fraction ra-

tionnelle est E=0

_ X541 |
k= X(X-1)Z"

En faisant la division euclidienne de X®+1 par X (X —1)2, on trouve que la partie entiere du fraction
rationnelle est £ = X2 +2X +5.

3
2. F3= (X42)£1)2:

Le degré de 4X? est strictement inferieur au degré de (X2 — 1)2, donc la partie entiere du fraction

rationnelle est E=0



F, — X°43X243X 44,
4= TTXTIOX+1

En faisant la division euclidienne de X? + 3X?2 + 3X + 4 par X2 4+ 2X + 1, on trouve que la partie
entiere du fraction rationnelle est £ = X + 1.

Exercice 4.

L
L %

La partie entiére est nulle, et le dénominateur se factorise en X (X — 1)(X + 1). Donc

1 _a n b n c
X3-X X X-1 X+1
En multipliant par X les deux membres et en faisant X = 0, on trouve

1

sza donc a=-1

de méme en multipliant les deux membres par X — 1 et en posant X = 1, on trouve

1 1
——=0b d b=~
Ix(1+1) one 2
et de méme ¢ = 3.
On trouve finalement
1 1 : z
=——+ +
X3 - X X X-1 X+1
2X241
2. G

Le dénominateur se factorise en (X2 —1)? = (X — 1)%(X + 1)2. Donc la fraction rationnelle peut se
décomposer sous la forme
2X% +1 A1 A2 A3 A4

X212 X1 (X102 " X+1 (X412

Multipliant cette AlgalitAl par (X —1)? et par (X 4 1)? et faisant X = +1 et X = —1, on trouve

(12:11)2 =A== 2
“ 241 3
m == N\ = 1
On calculant ensuite
A1 A3

s
(X2-12 (X-

1 Y A

1
X DX +1) X-1'X+1
On multipliant cette fois par X —1 et X + 1 et on posant X = +1 et X = —1, on trouve

1 1
AM=- et A3g=—-.
LTy % mT Y
On en déduit que
1 3 1 3
2X?+1 1 . % a3 . 1
(X2 —-1)2 X-1 (X-12 X+41 (X+1)2



3.

X4—X+42 .
X-D)(xX2-1)"

Le degré du numérateur est supérieur au degré du dénominateur, il faut diviser X* — X + 2 par
(X —1)(X?-1)=X%-X2—- X +1. Donc
X4 X +2|X3% —X? —X +1
Xt —X3 —X? +X X +1
X3 +X? —2X +2
X3 —X? -X +1
+2X?2 —X +1

donc
Xt—-X+2 2X2 - X +1
=X+1+ .
X —D(X2-1) X -2 -1)
On pose
2X2 - X +1 b
G(X) = + _ a " n c

X_-DX2-1) X2-1 " X-1"X+1
je multiplie par (X — 1)2 puis X =1

2X%2 - X +1 2
a = _— = - = ]_
X+1 |y, 2
je multiplie par (X + 1) puis X = —1
2X2 - X +1 4
= _— = - = 1
(X —1)2 xo—q 4
Je multiplie par X, puis tendre X vers l'infini
2=b+c donc b=1.
done X4 —X+2 1 1 1
- X+
=X 1 .
X-nxe-n Mty ity T x
6X343X2%-5,
Xi-1
6X3+3X%2 -5 B 6X3+3X%2 -5
X4-1 (X D)X H)(X241)
a b cX +d

- xitTxriTxEgn

Je multiplie par X — 1 puis X =1
[ 6X°+3X* -5 _6+3-5
X+ D)(X2+1) ], 2x2
Je multiplie par X + 1 puis X = —1

b 6X°+3X%2-5 _6+3-5_,
X -D(X2+1)) ., —2x2 7

Je multiplie par X, puis tendre X vers l'infini

b=a+b+c donc ¢c=6-1-2=3

et
X=0=—=5=-5+b+d donc d=5+1-2=4.
Donc
6X°+3X2-5 1 L2 3X+d
X4—-1 CX-1 X+1 0 X241



Exercice 5.

X .
1. CEEE

X _a n b
(X +i)2  X+i (X +1)?
On multiplie par (X + )% et puis X = —i

a=[X]y__,=b=b=—i

donc .
X n 1 _a
(X +i)2 (X442 X+

ce qui implique

! T —a=1
= a =
X+i X+
Par suite .
X 1 i
(X +i)2  X+i (X+4)?
X+i.
2 X2++i. i3m
On doit chercher les poles de X2 + 4 sont les zéros du X2 = —i = e 2
X = CFthm) =01
donc Y Y /3
137 2 T 2 2
Xi=eT = Y24 Y2 o XQ:eZl = — —i—.
2 2 2
Ainsi Y Y Y /5
2 2 2 2
X2 4i=(X+ -5 — i) (X — = +i—)
2 2 2
et .
X+i a n b
X2di X422 x 22
[ X +i 2+V2 V2,
a= = ——
V2 | V2
X =y 15 I xo_ @ 4 4
et
, X +i ] 2-v2 V2,
= = 72-
V2 _ V2
X+ 5 Ixoz i ! 4
On en déduit
X i B2 P e w2
X2hi X422 X 22
X544 X41.

Le degré de numérateur est superieur au degré du dénominateur donc il faut déviser

X5 +X +1|X* -1

X® —X X
2X +1
donc
X+ X+1=X(X*-1)+2X +1.
Ainsi
X5+X+1_X+2X+1
X4-1 X4-1



et

2X+1 2X +1
Xi—1 (X -D)(X+1)(X2+1)
a b cX +d

X—1+X+1+X2+1'

On multiplie simultanement par X —1, X + 1 et X2 4+ 1 puisonpose X =1, X = -1 X =i et

X = —1i, on aura
2X +1 . 2+1 3
= Q a = = —
(X +1)(X2+1)| 4, 2%x2 4
2X +1 _b:>b_—2+1_1
(X-D(X2+1)]y_ ,  2x2 4
2X +1 B .+d:$7.7}7 i d
7X2_1X:i—61 1 2—C’L
1
= c=-1 e d=—=
2
par suite
2X+1 3 . 1 X+3
X4-1 X-1 X+1 X241

On sait que X2 +1 = (X —)(X + ) donc

X—l—%_ a n 153
X241 X-—i X+i

On multiplie simultanement par X — i, et on pose X = 4, puis par X + 7 et on pose X = —i, on aura

{X—&—%} i+ 3 11,
- =0 = = - — a=—-— —1
X+ix_, 2 4

et

X+3 —i+ 3 11
B I

et finalement

Xo+X+1 o 1 4 _3—gl gt
X411 X-1 X+1 X—-i X+i
4 3 .
- XFX+D(X-D)2"
3 aX +b c d

I XT)(X_1? X1X+1 X1 (x_17°
on multiplie par (X —1)? puis X =1

=1

e 3
X2+ X+ 1

On sait que X2+ X +1 = (X — j)(X — j2), on multiplie par X2+ X + 1 puis X = j

aj+b = [3] = 3 = 3
A (6 G V) IV N P T
3 1 9 .
= —_— = - = — :1
3j J +7

doncb=1leta=1.
On prend X = 0 dans (*)

=b—-c+d=—c=-34+b+d=-3+1+1=-1



et donc
3 X411 N 1
(XZ+X+1)(X-1)2 X2+X+1 X-1 (X-1)%

Et comme X2+ X +1 = (X —j)(X —j2), on a

X+1 A A
X2+X+1 X—-j X-—j2
on multiplie par X — j, puis X = j on a

A {XJrl] j+1 —3+i2+1
Y _ 2 = 92—
X = lxey 377 143 (= -
B S S SYE
iv3 2 6
X +1 _%—z‘%Jr%ﬂ?
X2+X+1 X-j  X-j°
et finalement
3 _soig 3 1
(X24+X+1)(X-1)2 X-—j X—52 X-1 (X-1)72

Exercice 6. Décomposer en éléments simples les fractions rationnelles suivantes.

1 Xn—l
Xn—1" Xn—1

1. Les poles de ﬁ sont les racines n-iémes de 'unité, c’est-a-dire les complexes

21

L kef0,...,n—1}

zk=c¢e

Chaque pole est simple, la partie polaire correspondante est donc de la forme X’ng avec

A 1 1
k= Eale—"
B’ (&) né; !
Or,
not_ Sk L e
F §k &k

La décomposition en éléments simples est

n—1
1 1 e n
X"—linZX 2pn

2. Les racines de X™ — 1 sont les complexes

2ikn

¢p=en 0<k<n-1.

La fraction rationnelle admet donc n poles, qui sont tous simples. Sa décomposition en éléments
simples a pour forme
xn-1 n—-1 ag

X”—lZ;)X—fk

avec

oy = A& _ o1
B(&)  ngmton’

La décomposition en éléments simples est

xn-1 o1 g
X" —1 n X—emv]fw.




