Université Hassan II, Casablanca
Faculté des Sciences Ain Chock,
Département de Mathématiques

et Informatique

2016,/2017
SMPC
Algébre 1

Exercice 1.
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Exercice 2.
1. u:M et v=1—1

on a

|ul

et

donc

SERIE 1 (Correction)
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2. On a

et

donc

3. On en déduit que

par conséquent

ol = VEF I = V2
Vi V2

v=1—1i= \f(——z—) V2e i
ol = V2
argv = =".
U_ YT o) o8
[ \/564
=1
arg v = 15.

Exercice 3. Notons z; = 1+14v/3. Alors le module de 27 est A/ 12 + \/§2 =+/1+ 3 = +v4 = 2. Pour trouver un

argument de z;, cherchons

De méme, notons zo =1 —

z1, cherchons 6 tel que cosf =

1+z\f

—1

Le quotient

Alors

1+:2
z =

(

s’écrit donc

V3
2

0 tel que cosf = 3 et sinf = ¥, On trouve § = 5 mod(2n). Ainsi
21 = 26%.

i Alors le module de 2o est /12 + (—1)2 = /2. Pour trouver un argument de

% = ? et sinf = \_/—% = —?. On trouve § = —7 mod(27). Ainsi
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Comme 140 = 6 x 24 — 4, on aura 9% =6 x 27 — T = —Z mod(27).
Ainsi
1140 x ) 1 3
S = = cos(— ) Fisin(- ) = 5 —i%
Enfin
1
2= 1024(5 - i?) = 512(1 — iv/3).
Exercice 4.
a)
4 — _4
do 4 e [Wl=1-4
arg(u*) = arg(—4) + 2kr, k€ Z
Jul* =4
<~
darg(u) =n+2kn, ke Z
ul =4t = (22} = v2
—
arg(u) = § + k%, ke{0,1,2,3}

il y a quatre solutions:

uo—\/ef:\/(——i—z—):l—&—i

V2 V2
2 2



b)

z+1
z—1

z+1

Z+;, il y a 4 solutions que l'on trouve en exprimant z en fonction de u

4+ +4z-1)'=0<= (z+ 1 = -4(:z-1' = ( i =—4
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Donc les solutions sont: . )
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Exercice 5.



a) On cherche les complexes tels que
1)

[ SN |Z‘:‘7Z| '
arg(z™) = arg(—i) + 2kw, ke Z

<~ |Z| =1
narg(z) = —5 +2kn, ke Z

ol =1
arg(z):f%Jrsz, ke {0,1,...,n—1}

Les solutions sont:
2km

2p = T T, ke{0,1,...,n—1}

V2 V2 ix |27 = V2
T=l4i=V2( i) = V2T =
¥ ! (2 ! 2) ‘ arg(z") =5 +2kn, ke Z

2" = V2 =22
N
narg(z) =7 +2km, k€Z

] = 2%
arg(z) = =+ 27 ke{0,1,...,n—1}

n

Les solutions sont:
2 =27 HHET) ke {0,1,...,n—1}
b) 22—z4+1—-i=0:
Le disciminant vaut A = (—=1)? —4(1 —i) = =3 +4i = 1+ 4i — 4 = (1 + 2i)?
il y a deux solutions
1— (14 29) _ 1+ (14 29)

21:#:71 et 22:#:1+i

c) 22N —2"+1—i=0:
On pose Z = 2™ alors

24 l—i=0 = Z?2-Z+1-i=0

Z = —1
< .
Z=1+1
2= —1
< .
2" =1+1.

L’ensemble des solutions est d’aprés la qustion 1) est:

{2 = CTtHE) | ke f{0,1,...,n—1}; z, =2 @0 ke{0,1,...,n—1}}
Exercice 6. Soit I’équation
2 —iz+1-i=0 (E)
a) Posons z =a € IR,
(E) <= d*+1—i(a+1)=0
a’+1=0
a+1=0

<~ a=-1



b) On peut diviser 2% —iz+1—i par z + 1

23 —iz +1—1| z +1
23 +22 22—z +1—14
— 22 —iz +1 —1
—22 —z
(1—d)z +1—14
(1—4)z +1—1
0

Donc 2% —iz+1—i = (2+1)(2%2 — 2+ 1—1i) et d’aprés I'exercice 5) 22 —iz+1—i = 0 & pour solution

z1 = —i et z9 = 1 + 4. donc les solutions de (E) sont:

{-1,—i,1 414}

Exercice 7. Si on pose Z = 2% donc
i1 —i=0=2°-iZ-1-i=0
Le disciminant vaut A = (—i)? —4(—1—i) =4 +4i — 1 = (2 +4)?
Les solutions de Z2 —iZ —1 — i = 0 sont
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Les solutions de 28 — iz3 — 1 — ¢ = 0 vérifient

3 . im
P =14i=V27T < )
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[
. {|zs:22
|
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2%l =1

argz =m+2knr, k€ Z

argz:%—i—%%, ke {0,1,2}

|2|* =1
—
3argz =m+2kn, ke Z
z

!

Finalement il y a six solutions:

Exercice 8.



. Linéariser cos®(z), sin®(x) et cos®(x)sin®(z): Appliquant la formule d’Euler, on a

a)

1 . .
COSsx _ ( 5 )5 _ 33(6” 4 e—m)5
d’aprés la formule de bindéme on a
1 . .
C085 r = Ezcg(ezz)k(efm)‘%fk
k=0
1 . . ) . . .
— 33(615$ + 5613$ + 10e™® 4 10e~%® + 56—13;3 + e—z5x)
1 ei5a: + 677,'51 ei3z + 671'32 eiz + efiz
= — 5 10
16[ 2 * 2 + 2 )
1
= 1—6(cos 5z + 5 cos 3z 4+ 10 cos x)
b) o | |
sin5z:(e 7-6 )5:(6 +( 6 ))
23 321
donc
1 5
sin5 r = @ C«éﬂ(em)k( e—ll‘)5—k
k=0
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= 1—6(sin5x — 5sin3x + 10sin x)
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cos“zsin®z = ( 5 )( 5 )
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1 1 1
= —Esin5x+ Esini’)x—i— gsinx

. Soit x € IR,
a) d’apreés la formule de Moivre et la formule du binéme:
cos(3x) +isin(3z) = (cosx +isinx)?

= cos®z + 3isinzcos?z — 3coszsin?z — isin® x
et il vient en identifiant les parties réel et imaginaires:
_ 3 . 2
cos3x = cos® x — 3cosxsin® x

or sin? x = 1 — cos® z, donc
cos3z = 4cos®xz — 3cosz
b) 1l vient aussi
sin 3z = 3sinz cos® z — sin® x

comme cos®>z = 1 —sin® z, on obtient

sin3z = 3sinz — 4sin’® z



3. a) On utilise cos(2x) = 2cos? z — 1 donc

cos2x +cosxr = —1 2c¢os?z —1+cosz=—1
cosx(2cosx+1)=0

1
cosz =0 ou cosx = 5

[

g mod(7) ou

(m+ g) mod(27) = %T mod(27) ou

T

8
Il

4
—% mod (27)

T

b) On utilise les calculs de la question précédente. On sait que cos(2z) = 2cos?z — 1 et cos3z =

4 cos® x — 3cosz done

cosz 4+ cos2z +cos3x = —1 <= 4dcos3z+2cos?z+4cosz =0
< dcosPz+2cos’x —2cosz =0

< cosx(2cos’x +cosz —1) =0

Afin de résoudre 2cos?x 4+ cosz — 1 = 0, on pose X = cosz et on cherche les racines de
2X?+ X —1=0 qui sont 3 et —1. Donc

1
2cos2z 4 cosz—1=0<= cosx = B ou cosr = —1

2cos2m+cosx—1=0<:>xzj:g mod(27) ou z =7 mod(27)

Finalement les solutions de I’équation cosx + cos 2z + cos 3z = —1 sont, :

mod(w), x = j:g mod(27) et x =7 mod(27).
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